PARTITION D’UN ENTIERS ET STRUCTURE DES GROUPES
ABELIENS FINIS

CORRECTION

1. ALGEBRE LINEAIRE

(1) La réflexivité est triviale, et la symétrie également puisque P~ € GL,(C). Soient
A,B et C € M,(C) et P,Q € GL,(C) telles que

A=PBP ! ; B=QCcQ!
donc
A=PQCQ P! = (PQ)C(PQ)™
avec PQ € GL,(C), donc A et C sont semblables, d’ou la transitivité.
(2) f est semblable & v donc il existe g un isomorphisme de C" tel que f = grvg~!. Si

v est nilpotent, alors il existe n € N tel que ¥™ = 0. On a donc

fr=(gvg H=g"g7 ' =0

donc f est nilpotente.
(3) Par la réduction de Jordan, M est semblable & une matrice par blocs

Jrl,O
Jrz,(]

JT’S,O

avec 11 <19 < ... < rg J est nilpotente (triangulaire supérieure a diagonale nulle),
donc la réciproque de la question précédente est vraie.

(4) Deux isomorphismes nilpotents ne sont pas dans la méme classe si leurs décompo-
sitions de Jordan respectives différent. On voit donc qu’il y a autant de classes de
similitude contenant des endomorphismes nilpotents que d'uplets (ri,...,rs) avec
r1<...<rgetry+---+rs=n, cest-a-dire P(n)!

(5) Soient Jys et Jy les décompositions de Jordan respectives de M et N. Alors il existe
P,Q € GL,(C) telles que
M=PJyP™ ' ; N=QJyQ '

Si M et N sont semblables alors il existe R € GL,(C) telle que M = RNR™!, donc
M = (RQ)Jn(RQ)™! et RQ € GL,(C) donc Jy est une décomposition de Jordan
de M et par unicité, Jy = Jys.
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Réciproquement, si Jy = Jyz, alors Jyy = Jy = Q7' NQ et
M =PQTINQP™ = (PQ™)T'N(PQ™)
et (PQ™1)~! € GL,(C) donc M et N sont semblables.

2. PERMUTATIONS

(6) La classe de conjugaison d’une permutation o € S, est {p oocopl|pe Sn}.

(7) On rappelle que deux permutations sont conjuguées dans S, si et seulement si les
listes des longueurs des cycles a supports disjoints qui les composent sont les mémes.
Cela revient au méme que de dire que deux permutations sont conjuguées dans S,
si et seulement si les listes des longueurs des cycles & supports disjoints qui les
composent sont les mémes et le nombre de points fixe est le méme. Si £1, ..., £ sont
les longueurs des cycles a supports disjoints dans l'ordre croissant et m le nombre
de points fixes, alors en posant

. 1 sij<m
EA { livi_ym Sij>m
j+1-—m J
la donnée de (iy,...,ik+m) avec i3 < -+ < dg,, caractérise une classe de conju-

gaison de permutation. Il y a autant de classes de conjugaison que de tels uplets,
c’est-a-dire P(k + m) = P(n).

3. GROUPES ABELIENS FINIS

(8) Soit a un générateur de G. Soit p: G — Z/nZ défini par ¢(a) = 1. Soit b € G. 1
existe un unique 0 < m < n tel que b = a™, donc ¢(b) = M et ¢ est bien définie
sur tout G. Si b,V € G, alors il existe m, m’ < n tels que b = a™ et b = o™, d’ou

p(bb) = @(a™™) = m+m = p(b) + (V).
donc ¢ est un morphisme, clairement bijectif.

(9) Si ce n'est pas le cas, alors pour tout m € Z, alors (m,x,...,*) € G et il y a un
nombre infini de tels uplets.

(10) Nous allons montrer que le nombre de groupes abéliens d’ordre n & isomorphisme
prés vaut P(aq) -+ P(a).

(a) Si r = 1, alors n = p{*. Les d; sont de la forme pfi, avec par conséquent

ar =Y Biet f1 < ... <, (condition de divisibilité). Réciproquement,

toute partition de a; permet de construire un groupe abélien de cardinal n.
(b) Si r > 2, considérons une partition {ﬁm}j;l de chaque exposant «;. Soit

s = max;=1,_,(s;). Quitte & rajouter des 0 au début des partitions, on peut

supposer qu’elles sont toutes de taille s = max;—; . ,(s;). Considérons alors

d; = pfl'j . -pf"’j pour j € {1,...,s}. On a bien [[_, d; = n et d; | di}1 (car

Bij < Bit1,5)- On en déduit donc le résultat.
(11) 250 = 5% x 2, donc il y a P(3)P(1) = 3 groupes abéliens d’ordre 250 & isomorphisme
prés : Z/250Z, Z/5Z x L/50Z, Z/5Z x L/5Z x Z/10Z...
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4. STRUCTURE DES GROUPES ABELIENS FINIS

4.1. Exposant d’un groupe.

(12) Soit g € G. Une conséquence au théoréme de Lagrange assure que l'ordre de g divise
Pordre de G, i.e. n, donc s’écrit sous la forme H: .

(13) On va montrer que o(hg) est le produit des p . Comme G est abélien

hH::lpii _ hpll ,,,hpgr -1

T

et o(hg) divise [],_ 1pz Réciproquement, o(ho) = [[;_; p)*. St o(ho) # []i- 1pZ , il
existe j € {1,...,7} tel que 7; < B;. On a donc o(hg) qui est un multiple de

Bi-1 . 6 s
C=pht

On en déduit donc que

81 B B ﬁ]‘i’l B i
_ 3l _ pP1 pJ 1 Py’ Pyt N U N
1=hy="nh h h h]-i—l hPr = j

ce qui est absurde, puisque h; est d’ordre pjj > pﬂyJ Finalement
0) = sz' -
i=1

14) Sij e {l,...,r}, alors gHZ:lvi# P' est d’ordre pgj, donc v; < ; par maximalité de
i ;i j
B;, et ceci est valable pour tout j, ce qui montre que o(g) divise o(hg). hg est donc
j
un élément de G d’ordre 'exposant de G.

4.2. Dévissage de groupes a 1’aide d’une rétraction.

(15) Soit g € G tel que 7 x p(g) = (1,1). Comme 7(g) = 1, alors g € H, d’ou (par
propriété de p) 1 = p(g) = g. Ainsi, 7 X p est injectif.

(16) On a
7(g) = n(g") { Jdhe H,g=hg { Jhe H,g=hg g=hg
— <~ < [
{ plg) =N plg) =1 hp(g') = I h= 5

Il suffit donc de prendre g = ¢'h//p(g’).
(17) SiG ={1,i,—1,—i} et H = {—1,1}, alors G/H = {—1,1} et G/H x H ne contient
que des éléments d’ordre 2 alors que G contient un élément d’ordre 4.
4.3. Prolongement des caractéres.
(18) Le procédé est assuré de terminer puisque G est fini...

(19) (a) G/H est fini aussi, donc il existe un n tel que @ € G/H vérifie @ = 1 (nous
allons le prendre minimal, i.e égal a 'ordre de @, pour la prochaine question).
Donc a™ = 1, c’est-a-dire que a” € H.
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(b) (i) Supposons que ha” = 1. Alors a” = h~! € H, donc r est un multiple de
lordre de @ dans G/H, disons r = ns. Ainsi, 1 = h(a™)®. On peut donc
appliquer x puisque tous les éléments sont dans H et

L =x(h)x(a")* = x(h)(a")* = x(h)a".
(ii) Comme ha” = Wa", alors h~'h'a” ~" = 1 et par ce qui précéde,
X(h_lh')ofl_r =1

d’on

4.4. Structure des groupes abéliens finis.

Ezxistence.
(20) Si le résultat a montrer est juste, 'exposant de G est le maximum des d; (ou d,,).
(21) (a) a existe d’apres la partie 4.1.

(b) H est cyclique (car monogeéne et fini) d’ordre e, donc isomorphe a Z/eZ. De
méme, p. est cycle d’ordre e donc isomorphe & Z/eZ. On en déduit immédia-
tement que H = pe.

(c¢) Le morphisme x: H — C* est un caractére de H, donc peut étre prolongé en
un caractere

X: G— C".
Soit g € G. On a ¢g¢ = 1, donc X(g)¢ = 1. Ainsi, Im(Y) C p.. Or, H C G, donc
Im(x) D X(H) = x(H) = fte. Finalement

Im(X) = fe-

(d) p = x ' oX: G — G est un morphismes de groupes (comme composée de
morphismes de groupes). Soit h € H. On a X(h) = x(h) puisque X prolonge
X, d’'ot p(h) = h. Ainsi, p,, = idg. De plus, X~ ': pe — H, donc Im(p) C H.
Ainsi, p est bien une rétraction de G sur H.

(e) Soit €' exposant de G’. Soit b € G tel que 7(b) € G’ soit d’ordre ¢’. Comme
b® = 1 passe modulo H :

) =7 =m(1)=1=¢|e

(22) On pose d,, = e et on itére la question précédente avec G’ qui est d’ordre strictement
inférieur a celui de G et divisant celui de G, et on pose d,_1 = €¢/. On réitére le
procédé et on obtient donc une suite dy | -- - | dy, telle que

GZZ/dZ X - X ZL]d,Z.
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Unicité.
(23) Soient a,b € Z*. Une démarche naturelle est de regarder la multiplication par a :
¢: Z/(b/pged(a,b))Z — a(Z/VL)
T — ax
oll les barres et les chapeaux marquent respectivement les classes modulos b et
b/ pged(a,b). Vérifions que ¢ est bien défini. Soient z,y € Z. On a

N B a B o
& =19 = (b/pged(a,b)) |y xi(pgcd(a,b)>b|ay ar = a4y = ax.

€L

Soit = € Z tel que az = 0. On a donc b | ax, d’ou

ot —a b
pged(a,b) pged(a,b)
La surjectivité est claire, donc ¢ est un isomorphisme.

(24) (a) En multipliant par d;, on obtient

ﬁ d1Z/CiZ = ﬁ d1Z/diZ
i=1 Jj=1

b a b
secd@p) | peed@n® OF pged(ap)

sont premiers entre eux, donc | z, i.e. = 0, et ¢ est injectif.

et avec la question précédente, on en déduit que

112/ (cif peed(dr, ) Z = T] 2/(d;/ pged(dr, d;))Z. = [ ] Z/(d;/dr)Z
i=1 j=1 j=1
puisque d; | d;.
(b) En regardant le cardinal de G, on sait que

m n
[Tei=114
i=1 j=1

De méme, en regardant les cardinaux dans la relation précédente, on en déduit
que

Hcl/pgcd (di,¢) = Hd /dy

=1
D’on, par simplification

1= HPng(Ci,dl) < Hd1 =d"
i=1 =1

et donc que n < m. On a donc n = m par symétrie.

(c) Comme on a égalité, alors pour tout i € {1,...,m}, on a pged(c;,dy) = dy,
d’ont dy | ¢;. Par symeétrie, ¢; = d;.

(d) On recommence en multipliant par ds et en tenant compte de I’égalité ¢; = dy,
pour aboutir & co = do, et ainsi de suite. L’égalité n = m assure qu’on épuise
les ¢; en méme temps que les d;, ce qui conclut la preuve.



